Store tal - fra Grognlands is til
Rayo’s tal

Et peedagogisk notat om stgrrelsesordener, Knuths pile, Grahams tal,
Goodstein, TREE(3) og Rayo’s tal

Hovedpointen er enkel: Store tal handler ikke kun om mange nuller. De
handler om vaekstformer. Forst kommer addition, sa multiplikation, sa
potenser, sa potenstarne, sa Knuths pile - og derefter de kombinatoriske
og metamatematiske monstre.

1. Hvorfor store tal narrer os

Mennesker er gode til sma tal. Vi kan teelle bgrn, far, kaffekopper og politiske lgfter, i
hvert fald til en vis greense. Men nar tal bliver store nok, holder intuitionen op med at
arbejde og overlader scenen til mavefornemmelser, dramatik og darlige overskrifter.

Derfor skal store tal altid sammenlignes med noget. Et tal uden malestok er ikke
oplysning. Det er bare konfetti med decimaler.

Et typisk eksempel er Grgnland. Et istab pd omkring 266 milliarder tons om aret lyder
voldsomt, og det er stort. Omregnet svarer det til omtrent 8,4 millioner liter vand i
sekundet. Men Grgnlands indlandsis rummer omkring 2,9 millioner kubikkilometer is.
Farst nar de to tal star ved siden af hinanden, far vi en stgrrelsesorden, ikke bare en
overskrift.

Det samme gaelder penge. Danmarks BNP er omkring 425 milliarder dollar. Stort i
Finansministeriet. Smat i astronomien. Helt mikroskopisk, nar vi neermer os googol og
googolplex.

2. En trappe af store tal

10™3 Tusind Mange myg i et soveveerelse.
1076 Million Mange kroner, hvis man selv skal betale.
109 Milliard Et tal staten kan bruge uden at blinke alt for leenge.
10”100 Googol 1 efterfulgt af 100 nuller.
107(107100) Googolplex Kan ikke skrives ud i universet med almindelige cifre.
Grahams tal Knuths pile Sa stort at almindelige potenstarne ikke kan beskrive
det.
Goodstein Sekvenser der vokser og  Vokser grotesk, men ender alligevel pa 0.
dar
TREE(3) Kruskal-treeer Far Grahams tal til at ligne lommeregning.
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Rayo's tal Meta-definition Stgrre end alle tal, der kan beskrives kort nok i et
formelt sprog.
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3. Knuths pile: nar potenser ikke laengere slar
til

Donald Knuth opfandt sin up-arrow-notation for at kunne skrive vaekstformer, der er
langt vildere end almindelige potenser. Ideen kan forklares som en stige:

3 T 3 betyder 373 = 27. Det er almindelig potens.

3 11 3 betyder 3~(373) = 3727. Det er et potenstarn.

3 111 3 betyder gentagen dobbeltpil. Det er ikke bare et hgjt tdrn, men en maskine, der
bygger potenstarne.

3 7111 3 ernaste niveau. Her bliver almindelig forestillingsevne opsagt uden varsel.

Knuths pile er vigtige, fordi de viser, at man ikke bare far store tal ved at
tilfgje nuller. Man far dem ved at aendre selve vaekstmaskinen.

4. Grahams tal: nar potenstarne bliver
bornelegetgj

Grahams tal starter med g1 = 3 71 1 1 3. Det alene er sa stort, at googolplex virker
hyggeligt og lokalt.

Men Graham stopper ikke der. Neeste trinerg2 =3 7 1...T 1T 3, hvor antallet af pile er
gl. Derefter bruger man g2 som antal pile i naeste trin. Sadan fortszaetter man i alt 64
trin.

Grahams tal er altsa ikke bare et stort potenstarn. Det er en 64-trins proces, hvor hvert
trin bruger det foregdende monstrgse tal som antal pile i det naeste.

Det er endeligt. Det har en sidste decimal. Men man kan ikke komme i neerheden af at
skrive tallet ud, og man kan heller ikke skrive antallet af cifre i nogen almindelig
menneskelig forstand.

5. Goodstein: tal der vokser grotesk - og
alligevel ender pa nul

Goodstein-sekvenser begynder naesten uskyldigt. Man skriver et tal i arvelig
basenotation: ikke bare tallet selv, men ogsa eksponenterne og eksponenternes
eksponenter skrives i samme base.

Sa heever man basen med 1 og traekker 1 fra. Naeste gang haever man basen igen og
traekker igen 1 fra. Og sadan fortseetter man.

| begyndelsen vokser tallene voldsomt. Alligevel siger Goodsteins saetning, at enhver
sadan sekvens til sidst ender pa 0.

Det er den smukke gift: Pa overfladen vokser tallene. Under overfladen falder en dybere
orden, malt med ordinaler. Til sidst vinder det lille minus 1.
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6. TREE(3): nar Grahams tal ma tage huen af

TREE(3) mangler ofte i populaere forklaringer, men det bgr med, fordi det viser naeste trin
efter Graham-verdenen.

TREE-funktionen kommer fra en finit version af Kruskals treeteorem. Man ser pa raekker
af meerkede treeer og spgrger: Hvor lang kan en sadan raekke blive, hvis intet tidligere
tree ma kunne genfindes som en struktur inde i et senere trae?

For TREE(1) er svaret 1. For TREE(2) er svaret 3. Det lyder naesten fornaermende smat.
Men TREE(3) eksploderer sa voldsomt, at Grahams tal kommer til at ligne en
lommeregnergvelse.

Hvor stort er TREE(3)? Googolplex spraenger decimalnotationen. Grahams tal spraenger
almindelige potenstarne og kraever Knuths pile. TREE(3) spraenger selv den intuition,
man far efter at have accepteret Grahams tal. Det er ikke bare flere pile. Det er en
kombinatorisk eksplosion pa et hgjere vaekstniveau.

Derfor er formuleringen rimelig: TREE(3) far Grahams tal til at std med huen i hdnden.
Det far hele Graham-maskinen til at virke som en traeningscykel med stgttehjul.

Det vigtige er ikke at kende cifrene. Dem kan vi ikke skrive. Det vigtige er
rangordenen: TREE(3) ligger ikke bare laengere ude pa samme vej. Det
ligger i et landskab, hvor vejen fra googolplex til Grahams tal allerede er
for lille en malestok.

7. Rayo’s tal: nar man flytter malstregen med
en gaffeltruck

Rayo’s tal gar endnu et skridt videre, men pa en anden made. Det er ikke bare flere pile,
flere traeer eller en hurtigere rekursion. Det er et metamatematisk trick.

Ideen er: Tag alle endelige tal, som kan beskrives entydigt i fgrsteordens meaengdelaere
med hgjst en googol symboler. Veelg derefter det mindste tal, der er stgrre end dem alle.
Det er Rayo’s tal.

Hvor stort er Rayo’s tal? Stgrre end alle tal, der kan navngives med en formel beskrivelse
pa hgjst en googol symboler i det valgte formelle sprog. Det betyder, at hvis Grahams
tal, Goodstein-processerne og TREE(3) kan beskrives kort nok - og det kan de - sa bliver
de alle overhalet.

Det er derfor, Rayo’s tal ikke bare er endnu et stort tal. Det er en regel, der siger: “Alt
det, | kan beskrive kort nok, springer jeg over.”

Det er matematikkens svar pa at flytte malstregen med en gaffeltruck.

Men der er en vigtig giftpil: Rayo’s tal er ikke “det stgrste tal”. Sadan et findes ikke. Man
kan altid sige Rayo’s tal + 1. Eller definere en ny Rayo-variant med flere symboler. Store
tal har ingen evig konge. De har kun midlertidige tyranner.
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8. Kort blogtekst til travle laesere

Store tal er pressens konfetti. Man slynger millioner, milliarder eller billioner ud
over laeseren, og straks lyder det vigtigt, dyrt eller farligt. Men et stort tal uden
sammenligning er ikke viden. Det er bare et tal med hgj musik. Grgnlands istab
lyder voldsomt, men skal ses i forhold til hele indlandsisens enorme volumen.
Danmarks BNP er enormt i hverdagen, men mikroskopisk ved siden af en googol.
Og en googolplex kan slet ikke skrives ud i universet. Sa kommer Grahams tal,
der kreever Knuths pile, fordi almindelige potenstarne bryder sammen.
Goodstein-sekvenser vokser vanvittigt og ender alligevel pa 0. TREE(3) far
Grahams tal til at sta med huen i handen. Og Rayo’s tal flytter malstregen ved at
veere starre end alle tal, der kan beskrives kort nok i et formelt matematisk
sprog. Pointen er simpel: Store tal handler ikke bare om nuller. De handler om
veekstformer. Naeste gang nogen slynger et stort tal i hovedet pa dig, sa sperg: |
forhold til hvad? Og hvilken vaekstform taler vi om? Det er ikke pedanteri. Det er
civiliseret taenkning.

9. Kilder og orientering

* NASA Scientific Visualization Studio: opggrelser over Grgnlands istab.

* National Snow and Ice Data Center: fakta om Grgnlands indlandsis og volumen.

* Donald E. Knuth: “Mathematics and Computer Science: Coping with Finiteness”, Science, 1976. Herfra
stammer up-arrow-notationen.

* Wolfram MathWorld: Graham’s Number og Knuth Up-Arrow Notation.

* Laurie Kirby og Jeff Paris: Goodstein’s theorem og uafhaengighed fra Peano-aritmetik.

* Harvey Friedman og litteratur om Kruskal’s tree theorem og TREE-funktionen.

* Agustin Rayo: Big Number Duel / Rayo’s number, MIT, 2007.
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